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Lorsque I’on considere les relations de commutation de la mecanique quantique en di- 
mension 1: 

[y. y) = -ih (1.1) 

il est nature1 d’introduire le groupe de Heisenberg G de dimension 3. L’algebre de Lie (~0 de 
ce groupe est engendree comme espace vectoriel par les elements P, Q, E avec la relation: 

[P. Q] = E (1.2) 

les autres crochets etants nuls. Pour tout h # 0, le theoreme de Stone-von Neumann affirme 
qu’il existe a equivalence pres une unique classe de representations unitaires irreductibles 
no, de G telle que nh (E) = -ih Id. On obtient une realisation de cette representation dans 
L2(R): 

rrh(exp(xP + yQ + zE))cp(u) = e-ih(i+lJ/2)eiUJyl(U - hx). (1.3) 

La representation infinitesimale correspondante de ~0, notee encore nh : 

nh(f) = -hi, nh(Q) = iu. rrh(E) = -ih. (1.4) 

C’est SOUS la forme (1.4) qu’apparaissent habituellement en physique les relations de com- 
mutation canoniques. En theorie des representations, il est plus nature1 de considerer la 
representation equivalente a nh agissant sur L*(R) obtenue par le changement d’echelle 
cp t-+ pi(.) = ht/*~(h~). Les formules sont: 

nl(exp(xP + yQ + zE))c$(u) = e-ih(_+s9/2)e~ihuy(pt(U -x). (1.5) 

La representation infinitesimale correspondante de (70, notee ni est donnee par les relations: 

n;(f) = -2, n;(Q) = ihu. n:(E) = -ih. (1.6) 

Par transformation de Fourier, on obtient un autre modele de la mime classe de repr&entations. 
Les formules sont: 

rih(exp(xP + YQ + z,!?))+(u) = c-ih(~--‘~/2)e-ihu-~~(, _ v). (1.7) 

La representation infinitesimale correspondante de ~0, notee +h est donnte par les relations: 

izh(P) = -ihu, &(Q) = -;, ?h(E) = -ih. (1.8) 

La theorie des operateurs pseudo-differentiels classiques sur L*(R) s’interprete de faGon C 
legante en termes de la representation I?Z~ : soit p un symbole defini sur ~8, dont la transformee 
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de Fourier inverse F’-’ p est a support compact sur ~0. L’operateur pseudo-differentiel de 
symbole de Weyl p au sens de [An] defini par la formule: 

P W.“h($) = /_T’,,(A);ih(exp(A))$dA (1.9) 

n’est autre que l’operateur h-pseudo-differentiel [Ro,MN] dont le symbole de Weyl est 

p*(x, 6, h) = p(hE* + <P* - xQ*). ( 1.10) 

L’interpretation geometrique est la suivante. La representation rh est associee par la methode 
des orbites a l’orbite co-adjointe de f = hE* dans g*: 521, = (hE* + UP* + /?Q*, a, /I E 
R}. En general, une orbite co-adjointe est toujours une variete symplectique. On choisit 
une polarisation 4 (par exemple IJ = [w P + II% E) qui definit un feuilletage lagrangien de 
fi;2h (les feuilles sont les images des gH = gexp(h) dans J& identifie a G/G(f), l’espace 
des feuilles est G/H). L’espace L2(rW) de la representation s’identifie a l’ensemble des 
sections L2 d’un fibre en droites sur l’espace G/H, et l’orbite co-adjointe Qh s’identifie au 
cotangent de G/H. Done l’espace des phases nature1 pour le calcul pseudo-differentiel sur 
L*(R) est Dh, ce qui est conforme a la formule (1.10). 

Notons qu’en faisant varier h # 0, les symboles sont dtfinis sur n$ prive d’un plan h = 0. 
La limite semi-classique consiste a regarder de qui se passe lorsque h + 0. 

Dans le present travail, nous cherchons a definir un formal&me analogue pour les opera- 
teurs aux differences finies sur un reseau. Que deviennent les relations de commutation 
( 1.1) lorsqu’on se place sur un reseau au lieu de se placer sur iw? Que se passe-t-i1 en outre 
quand la maille du reseau tend vers zero? Nous examinons ce probleme en detail: on se 
place sur 6(E + h) avec 6 > 0 et k E [0, l[, on fixe une constante (constante de Planck) 
non nulle h et on considere les deux operateurs: 

&J’(x) = $0 + 6) - f(x)), x ,f(x) = xf(.xJ (1.11) 

La relation de commutation s’ecrit ici: 

[Ds. x] = (Id + 6Da). (1.12) 

L’operateur -i est essentiellement anti-autoadjoint (non borne) dans L*(S(.Z! + h)), mais 
pas DJ, dont l’adjoint est -D-J. Posant: 

p = -ihx, q = -;(Ds + D-J). 
e = -iihS(Ds - D-8) - ihId, 

(1.13) 

c’est-a-dire 

pf(-X) = -ihf(x), qf(x) = -&(x + 6) - f‘(x - 6)). 

e.f(s) = -$(X + 6) + f(x - 6)) 
(1.14) 

on obtient alors trois operateurs essentiellement anti-autoadjoints vtrifiant les relations: 

IP. ql = e, ]P, el = -W)*q. [q. el = 0. (1.15) 
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On remarque que, quand 6 -+ 0, les formules ( 1.14) “tendent” vers les formules ( 1.8). Les 
formules ( I. 13) definissent par exponentiation une representation unitaire irreductible i;fi”;, 

du groupe de Lie G, connexe et simplement connexe d’algebre de Lie !lU engendree par 
les elements P. Q, E avec les relations: 

lf’, Ql = E, [P. E] = -a2Q. IQ. El = 0 (1.16) 

avec (Y = h8. Ce groupe joue done le role que joue le groupe de Heisenberg dans le cas 
continu. Mais contrairement au groupe de Heisenberg, il n’est pas nilpotent,mais seulement 
resoluble pour (Y # 0. Pour tout cz (ou 6) non nul, il est isomorphe au revetement universe1 
du groupe des deplacements du plan. On considere aussi un groupe quotient de GCY, G, 
isomorphe au groupe des deplacements du plan. La representation i’s”,* d&nit par passage 
au quotient une representation de G, si et seulement si h = 0. Dans ce cas, on note lis la 
representation de G, ainsi definie. 

On peut done appliquer a G, ou G, le calcul pseudo-differentiel defini par la formule 
(1.9), qui s’applique a des groupes de Lie gentraux par [Ma3]. 

Au lieu de considerer les fonctions definies sur des reseaux, cela revient au meme, par 
transformation de Fourier, de s’interesser aux fonctions pseudo-periodiques, c’est-a-dire a 
l’ensemble N6.h des fonctions de can-e integrable sur R/2nJ-‘Z et verifiant 

$(0 + 2nnS-‘) = e2innh$(@) 

C’est le plus souvent dans ce contexte (des fonctions periodiques, ce qui correspond a 
h = 0, ou plus generalement pseudo-periodiques) que sont introduits des procedes de 
calcul pseudo-differentiel adapt&. 

Dans la premiere partie de cet article (Section 2) nous appliquons la mtthode des orbites 
pour decrire explicitement certaines classes de representations unitaires irreductibles de 
6,. Les representations Iz” fi,h, qui sont a equivalence p&i les seules representations unitaires 

irreductibles de dimension infinie de G@, sont associees a des orbites s2,hs de dimension 
2, qui sont des cylindres a base elliptique. A une orbite s2,hs sont assocites une infinite de 
representations de Gal, une pour chaque h E [0, 11, mais seulement une de G,. 

Comme nous nous interessons B la limite lorsque o -+ 0, il est commode de considtrer 
G, (resp. :jU) comme un groupe de Lie (resp. une algebre de Lie) variable [L-L,Do]: on 
considere que les generateurs P, Q, E forment une base de l’espace vectoriel 0 sous-jacent 
a toutes les algitbres de Lie tla. Le dual g*, muni de la base duale P*, Q*, E*, se decompose 
sous I’action coadjointe de G, en orbites coadjointes variables suivant le parametre (Y. 

Lorsque S s’annule l’algebre de Lie tlol = G~J = (10 est I’algebre de Lie de Heisenberg, 
comme on pouvait s’y attendre. En revanche il est pertinent de prendre comme groupe Go 
une extension de degre 2 du groupe de Heisenberg G: en effet l’orbite coadjointe @’ tend 
dans cl* vers la reunion des deux plans de tote fh lorsque S tend vers 0, qui est une orbite 
coadjointe fib pour Go. 

Au niveau des representations, la representation 72:’ converge, pour la topologie de Fell, 
vers la representation 7Th de Go associee a J2,,. La restriction de 51, a G est la somme 
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directe & $ kh de deux reprksentations unitaires irrkductibles du groupe de Heisenberg, 
1’tlCment E d’ordre 2 permutant simplement les deux copies de L2(R). 

Dans le Section 3 nous rappelons le calcul pseudo-diffkrentiel de [Ma31 qui permet 
d’associer g une reprksentation unitaire n d’un groupe de Lie G et B un symbole p sur le 
dual R* de I’algkbre de Lie de G un opkrateur pseudo-diffkentiel p w~lr de symbole de Weyl y 
agissant sur l’espace de la reprksentation n. Nous montrons comment relier ce formalisme au 
calcul h-pseudo-diffkrentiel sur R en prenant pour groupe de Lie G le groupe de Heisenberg 
de dimension 3. Dans le cas du groupe G,(ou ca), nous obtenons un calcul pseudo- 
diffkrentiel pour les opkrateurs aux diffkrences finies (ou, par transformation de Fourier, pour 
les opkrateurs diffkrentiels agissant sur les fonctions pseudo-pkriodiques). Pour ce calcul 
pseudo-diffkentiel, les symboles sont essentiellement d&finis sur les orbites co-adjointes, 
qui sont des cylindres. Le calcul ainsi obtenu a de bonnes propriktks de covariance, et devrait 
avoir d’autres applications. 

Dans le Section 4 nous montrons que I’opCrateur pseudo-diffkrentiel p W’jT& converge 
vers p w,ji~~ fortement au sens g&kralisC de Kato lorsque S -+ 0 (ThCorttme 4.3). Cela 

suppose que I’on puisse considtrer les opkrateurs p W~iiE comme agissant sur L2(R) @ 
L2(R) pour tout S. h. Pour ce faire on utilise une analyse toutes r&solutions injiniment 

rc;Xulidre, c’est 5 dire une famille d’injections isomttriques: 

1g,i : I’(S(Z + A)) --+ LJ(rw) 

qui commutent aux dilatations et translations, qui krifient pour tout 6, h: 

L3.*(~2@(z + A))) c l~~,*~(12(s’(z + A’))). 

d8s que 6(Z + A) c S’(Z + A’), 

12 -n 

n 6,2nh(12(2-Q(z + 2nh))) = (0). 
n&z 

(1.17) 

(1.18) 

LZ-PI 

U ;2,2”h(e2(2-“6(z + 2nh))) = &iw) (1.19) 
nELI 

et qui envoient les suites g dkroissance rapide dans l’espace de Schwartz S(R). On construit 
un tel objet en adaptant la construction de l’analyse multi-rCsolution de Littlewood-Paley 
[Me, Sections 11.2,11.12]. Pour construire des injections isomktriques dans deux copies de 
L2(R) il suffit alors d’identifier de man&e naturelle l’espace 12(6(Z + A)) B deux copies 
de 12(26(Z + hi)). 

Nous faisons au Section 4.4 une digression sur les ondelettes en indiquant une mkthode, 
B notre connaissance nouvelle, de construction de la mbre des ondelettes. 

Dans la dernikre partie (Section 5) nous appliquons le ThCorkme 4.3 B la thCorie spectrale 
des opkrateurs pseudo-diffkrentiels: si le symbole p est A valeurs kelles et est elliptique 

dans la direction de toutes les orbites coadjointes, les opkrateurs p w,,,,ys, et pW.n,, @,%h 

sont essentiellement auto-adjoints, ont une r&olvante compacte et ont un spectre discret 
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borne a gauche [Ma4]. Si N,y,i;(t) (resp. N:(t)) designe le nombre de valeurs propres de 

l’operateur IJ w’r,?. strictement inferieures h t on a pour 6 petit: (Theoreme 5.1) 

NJ.?.(f) ? $0) + N,;(r) (I .20) 

et nous pensons (Conjecture 5.2) que cette minoration peut etre remplade par une Cqui- 
valence. Enfin nous montrons la validite de cette conjecture sur un exemple. 

Notre travail a un rapport etroit avec la theorie quantique des champs [GJ, pages 182 
et suivantes], oti la question de l’approximation d’une situation continue par une situation 
discrete est abordee. L’avantage que notre approche pourrait rep&enter est que nous con- 
siderons d’emblee des operateurs operant sur le reseau tout entier, alors que [GJ] considere 
un domaine borne dans le reseau, puis passe a la limite thermodynamique. 

D’autre part, plusieurs auteurs, notamment de Bievre, Dooley [ BG,Do,DR] ont investigui 
les rapports entre quantification et d&formations d’algebres de Lie. A notre connaissance, 
ni le cas present (le groupe de Heisenberg comme limite du groupe des deformations du 
plan), ni la methode (le calcul symbolique de Weyl sur les groupes de Lie) n’avaient et& 
consideres auparavant. 

2. ReprCsentations 

2.1. Lu mtthode des orbites pour le groupe des d&placements elliptiques du plan 

On considere l’algebre de Lie ga engendree par les trois generateurs P,, Qa, E, avec 
les relations: 

Ipa, Qal = &> [Pa> &I = -a*Qa. L&x> Qal = 0. (2.1) 

Pour cr # 0, cette algebre de Lie est celle du groupe 6, = iw x [w2 avec le produit 

(0, u) (O’, v’) = (0 + 8’. u + k,(H)(d)) 

k,(Q) = 
cos(a6) -cz sin(a0) 

q-l sin(&) > cos(c&) 

Le groupe 6, est le rev&tement simplement connexe du groupe G, = [W/2ncr-‘Z x tR2 
muni de la loi (6 dtsigne la classe de 0): 

(6, v) . (8’, u’) = (Q-k@‘. v + k,(H)(u’) 

oti k, (8) = k, (0). Pour (;Y = 1, G, est le groupe des d&placements du plan. Pour a! # 0 
quelconque, G, est le groupe des d&placements associes a la structure euclidienne definie 
sur [w* par 
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C’est pourquoi on l’appelle groupe des deplacements elliptiques du plan. Dans tous les cas 
(Y # 0, 6, et G, sont des groupes resolubles non-exponentiels (c’est-a-dire pour lesquels 

l’exponentielle n’est pas surjective [BCD]). 
Pour LY = 0, l’algebre ac est l’algebre de Heisenberg 113 de dimension 3. Dans la suite, 

I’ utilisation des notations au, G,, G‘, sera reservee implicitement aux cas cz # 0. 
La methode des orbites s’applique pour la determination des representations unitaires 

irreductibles de G‘, et G, [BCD, Chap. VIII]: les representations unitaires sont associees 
aux orbites co-adjointes de G,. I1 nous sera utile, pour comprendre le detail de la deformation 
cy + 0 de donner les resultats des calculs de facon detaillee. 

Calcul cles orbites coadjointes. On les donne pour G,: les orbites pour le revetement 
sont les memes. Dans la base (Pa, QU, E,), la matrice de la representation adjointe de G, 
dans gal, Ad x pour g = (0. L!) = ((9, .v, ,-) E G,, es1 

i’ 
0 0 

1” ffY; cos(wQ) -a sin(&) . 

-?’ OJ -’ sin(&) cos(a!t)) 1 

Par consequent, la matrice de la representation coadjointe Ad*g dans !I: dans la base duale 
P,*, Qz, El: est: 

i 

1 (Y sin(c&)y - a2 cos(a@)z cos(cuhr)y + o sin(cYt))z 
0 cos(cYH) -6’ sin(&) . 
0 a sin(&) cos(cr8) 1 

Les orbites coadjointes de G, dans $ sont done de deux types: 
- les orbites ponctuelles c P:; 
- les orbites non-denegerees ti,“(S > 0), qui sont des cylindres d’axe P,* et de base dans 

le plan Qz, Ez les ellipses de centre 0 de demi-axes 8-l Q: et a6-’ E:. 
Reprhentations. Nous n’aurons pas besoin ici des representations associees aux orbites 

ponctuelles: ce sont des caracteres unitaires de G’,. Soit maintenant f’ = f; = as-’ Ez E 
L?f. Son stabilisateur Ga(f) dans G, est {(2nncumm’, 0. z), n E Z, z E [w). L’algebre de 
Lie de 6, est ga (f) = RE,. Considerons un carectere x de G;,(f) dont la restriction a la 
composante connexe neutre G,(f)’ est donnee par: 

-I_ 
exp(zE,) H eCiors . 

Un tel caractere x est de la forme: 

(‘n??cll -‘. 0, z) H x&(2nm -‘. 0. z) = e -2,7inhe-iuSm’: 

pour h E R/Z. On choisit une polarisation 11, (c’est-a-dire une sous algebre de tla qui 
soit aussi un sous-espace totalement isotrope maximal pour la forme bilineaire altemee sur 
nu(X, Y) H ,f([X, Y])) stable sous G,(f): 

ha = RQo, + [WE,. 
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Le sow-groupe connexe I?, d’algebre de Lie 6, est ferme. La representation n (ffi”, xti,. 11, ) 

est la representation induite a partir du caractere x etendu a 6, (.f’) k& par: 

(2nna -‘,y,z) H e -2iirnhe-iaSm’ I 

On sait que cette representation ne depend pas, a equivalence p&s, de la polarisation h,. 
On note done +JP 6 h = n($, xf,J sa classe d’equivalence. 

On identifie naturellement l’espace de la representation induite a l’ensemble des fonctions 
sur R vtrifiant la regle de transformation: 

@(0 + 2nna-‘) = e2irrnh@(0) (2.2) 

et qui sont de carre integrable modulo 2n(u-‘77. Les formules de +rrti, sont: 

]+~~,((&I, 0, o)>$l(e = !bI(e - ~0)~ 
[ i- n&((O, yo, 0))$](0) = eis-’ sin(crt))yoy?(0), (2.3) 

[l’~Fh((O, 0, zo))$](@) = e-iaS-‘c”s(as)zo~(~). 

La representation correspondante de l’algebre de Lie ga, qu’on note encore T$,, est donnee 
par: 

[i$yRAw) = -$gH). 

[tr&(Qa)+l(69 = K’ sin(aW(O), 
[i37j!,(E,)*](f3) = -ia6-’ cos(aQ>$(0). 

I1 est commode d’effectuer le changement unitaire d’echelle 4 ti 4: 

(2.4) 

4(e) = (y*@ (ie). 
L’espace de la representation est alors l’espace de Hilbert ?i~,h des fonctions sur R verifiant 

$(0 + 2nn8-‘) = e2iT’nA@(8) 

et de carre integrable modulo 2nS-‘Z. La representation nFh du groupe G, dans ‘F&,h est 
donnee par les formules: 

]n&((Qo. O,O))@l(@) = $(O - @J-‘eo). 
[n[*((O, yo, O))@](e) = ei6-’ sin(se)Y0$(8), 

[nt,((O, 0, 20))@](Q) = e-‘“‘-I c”s(SH)zo~(0). 

(2.5) 

La representation correspondante de l’algbbre de Lie gLy, qu’on note encore I$~, est donnte 
par: 

1 w [~~*(~cNl(~) = -cc?- yg(“)’ 

[$,(Q,)lcll(@ = ia-’ sin(W$(@, (2.6) 

[7~~~(E~)$f](f?) = -icuSP’ cos(S0)*(0). 
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II est utile pour nous de remplacer ce mod&e pseudo-periodique par un modele discret en 
exploitant la covariance des fonctions sous I’action de Z. On identifie done 3_I~,ha V6.h = 

P2(S(h + Z)) par $r t-+ q oti 

soit encore. pour x E S(Z + 1): 

S(x) = 
s 

e -‘.‘“@(0) de. 

R/2irJ-‘Z 

Dans ce nouveau modele, l’action du groupe G, est don&e par des formules compliquees 
qu’il est inutile de donner ici. En revanche, l’action de l’algebre de Lie s’ecrit: 

qjL(pa)$(x) = -ixcrS -‘F(x), 

~~,(QC&(x) = @(X - S) - 3(.X + S)), 

%J(&)?(x) = -ig(F(-x + 6) + F(x - 6)). 

(2.7) 

On retrouve bien les operateurs p, q, e de l’introduction (1.14): 

Ce qui est important pour nous est que la representation don&e par les formules (2.7) 
est associee, par la mtthode de quantification geometrique a la variete symplectique G,- 
homogene .rZF. 

Dans le cas du groupe G,, les chases sont un peu plus simples: le stabilisateur G,(f) 
est connexe - c’est l’ensemble (( 1, 0, z), z E R}. 11 n’ y a done qu’une seule representation 
associte a l’orbite Qt, ce qui correspond au fait evident que pour 0 E R/2ncr-‘H, la regle 
de transformation (2.2) n’a de sens que pour h = 0. On notera J$ cette representation 
de G,; c’est aussi la representation obtenu par passage au quotient a partir de %:a. Les 
formules pour la representation de l’algebre de Lie sont les memes que (2.7). 

2.2. Reprksentations d’une extension de degre’ 2 du groupe de Heisenberg 

Dans la situation “limite” u -+ 0, comme on le verra dans le paragraphe suivant, le 
groupe qui intervient naturellement n’est pas le groupe de Heisenberg de dimension 3, mais 
une extension de degre 2. Soit G le groupe de Heisenberg de dimension 3, d’algebre de Lie 
00 engendree par PO, Qu, Eo avec la relation 

[PO, Qol = Eo. 

Les orbites co-adjointes de G dans $ sont de deux types: 
_ orbites ponctuelles: ,Rt.,, = S2tP;+vg~ = [eP,F + uQ;]; 



- orbites rCguli?res : i21r = L2/,p = (/YE;; + kP$ + ,uQX. A E R, p E R). 
Les reprksentations correspondantes sent: 

- pour l’orbite on,,,,, la reprtsentation de dimension 1: A~~~,,,~ dkfinie par: 

- pour I’orbite 52h, la reprksentation de SchrGdinger TCI,, agissant dans L2(R), dkfinie par 
les formules (1 S) et (I .6). On choisit ,$ = h E* E Oh, et la polarisation 11 = RQ + WE. 
La reprksentation n(,f,P, fl) est la reprksentation ?rh. 
Soit Go l’extension de G ’ par le groupe g deux ClCments: 

Go = {(E,~).F E (-1. I).g E G]. 

avec la loi 

(c.. g) . (E’. 8’) = (Ed. gE(g’)) 

oti l’action de {-I, 1) sur G est dkfinie par: 

(- l)[exp(x P + .vQ + zE)l = exp(xP - pQ - zE)). 

La mkthode des orbites s’applique sans difficult& au groupe non-connexe Go. Les orbites 
co-adjointes sont: 
- orbites rtduites g un point fit,c = (c(P* + Q*)}(c E R); 
_ orbites i deux points fit.,, = {tP* + uQ*, UP* + <Q*] (6 # u E R); 
- orbites rigulii?res tih = Q/j U Q_h(h # 0 E R). 

Les reprksentations correspondantes sont respectivement: 
- pour l’orbite fit,t : il y a deux reprksentations, associkes aux deux caractkres de { + 1, - 1): 

%~I(&. R) = X(E)~I<,[I(R) 

pour x un caracttke de (+ 1. - I ); 
- pour l’orbite tic,, : itlt,tul est une reprtsentation de dimension 2; sa restriction 5 G est la 

somme des deux caractkres n(t, V~ et nI V,t I, 1’ClCment (- I , e) perrnutant les deux facteurs; 
- pour l’orbite fi,,, la reprkentation ?h agit dans L*(R) @ L*(R); restriction 2 G est la 

somme directe ;;h $ E-h, et 1’tlCment (- 1, e) permute les deux facteurs. ’ 
On dkfinit encore ~$0 comme le produit direct de Go par Z. Les reprksentations irrtductib- 

les de Go sont obtenues 2 partir de celles de Go par multiplication par un caractkre de Z. 
Les orbites co-adjointes pour Go sont les m&mes que pour Go. A l’orbite fib sont associkes 
une infinitk de reprksentations : pour chaque h E [0, 11, la reprksentation zh,h dtfinie par 

Un modkle de ?‘rh.h est la reprksentation induite g partir des don&es : ff, 0, et le caractkre 
x (h, h) de Go(.fiy) d8ini par h et h. 

’ Cette notation est maladroite, puisque G est la composante connexe neutre de GO, mais elle est cohtrente 
avec nos choix par ailleurs. 

3 Par cohkrence, on choisit le modkle ;;h de la reprtsentation n/1 
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2.3. Dtfformations: premier point de we 

On considere I’espace vectoriel sowjacent a I’algebre de Heisenberg 00. On le note (1. 
11 est muni de la base P, Q, E. On note [ , 10 le crochet de Lie: 

[P. Qlo = E, [P. Elo = [Q, Elo = 0. 

Muni du crochet [ , 10, $1 est isomorphe a (~0. On note [ , 11 le crochet de Lie defini par: 

[P* QII = E, [P, EII = -Q. [E. QII = 0. (2.8) 

$1, muni du crochet [ , ] 1 est isomorphe a l’algebre de Lie 01. Considerons maintenant 
l’automorphisme Qcu de 0: 

Q,(P) = UP, @a(Q) = a(Q). Q,(E) = (r*E. 

On definit le crochet [ , I, par: 

IX. Yl, = @,‘wYw), @cr(Y)ll). 

On verifie immediatement que g muni du crochet [ , 1, est isomorphe a n(y et que 

i?“lX, Y], = [X, Y](). 

L’algebre 00 est done une contraction de 61, ou encore nt, et plus generalement (I~ est 
une deformation de go ([Do], voir aussi [CdB]). Les deformations ont CtC utilisees par 
Dooley-Rice, Cishahayo-de Bievre, etc. dans divers contextes - mais pas semble-t-i1 pour 
relier representations du groupe des deplacements du plan et representations du groupe de 
Heisenberg. 

Dans le contexte des deformations, les orbites co-adjointes pour les divers groupes ren- 
contres sont toutes incluses dans un espace vectoriel fixe - le dual !J* de l’espace vectoriel 
(1 sous-jacent a toutes les algebres de Lie n, et a <JO. On a alors: 

Proposition 2.1. Lorsque 6 -+ 0, C2,hs + L?!h pour la topologie de Hausdorf sur les 
,fkrmks dr !I*. 

Dkmonstration. La topologie de Hausdorff Ctant metrisable, ii suffit de demontrer que pour 
toute suite 6, # 0 tendant vers 0, fi;2h est l’ensemble des limites des suites convergentes r,kI, 
avec tin E I2~“” . Comme fitI et &T,h’ sont invariants par les translations d’axe P*, il suffit de 

regarder ce qui se passe dans le plan d’axes Q* et E*. Les points fh E* sont dans $” pour 
tout S. Un point de l’orbite est de la forme $,, = -(h&)-’ sin(hS,&)Q* +cos(h&&)E*. 
Pour que lb,, admette une limite. il faut que sin(h6,6,) + 0, done cos(h&&) + fl. 
La limite est done necessairement dans l’une des deux droites paralleles a Q* passant par 
431 E*. La reciproque est immediate. 0 



Au moins dam le cas particulier qui nous occupe, plut6t que regarder une structure 
d’alggbre de Lie variable, on peut considkrer un groupe hxe dans lequel tous les groupes 
G, se plongent. 

Soit m I’algkbre de Lie produit semi-direct de a1(2, W) par R” pour l’action naturelle de 
+;1(2. R) sur [w2. L’alggbre de Lie itI a done cinq gknbateurs X,Y,H,P,&: X, Y, H sont les 
gQ&ateurs usuels de 5Z(2, R), et Q, E la base canonique de R2. On ales relations suivantes 
(on n’krit que les relations non nulles). 

[X. Y] = H, [H, X] = 2X. [H, Y] = -2Y. 
[H. Q] = Q, [H, E] = -E, [X. E] = Q, [Y. Ql = -E. 

(2.9) 

Posons Pcy = Y - a2X, Qol = Q, E, = E. Alors l’espace engendrk par P,, Q,, E, est 
une sous-algkbre de Lie, isomorphe g na (voir les relations (2.1)), et qu’on note aussi oo. 

Le groupe G, s’identifie 2 un sous-groupe du produit semi-direct M = SL(2, R) x R2 
(oti SL(2. I&!) agit dans R2 par l’action usuelle), et 6, se plonge dans le produit semi-direct 
k = &(2, R) x R* oti Sx(2, R) dtsigne le revgtement simplement connexe universe1 de 
SL(2, R). 

Pour (;Y = 0, la sous-algbbre engendrke par P = Y, Q, E est isomorphe 5 I’algkbre de 
Heisenberg 00. On la note ~0. On identifie le groupe G au sous-groupe connexe de M 
d’algkbre de Lie ~10: c’est I’ensemble des ClCments de M de la forme 

1 0 
(R, v), R = x 1 I IJ E El2 ( > 

avec x E [w. Le groupe engendrk par G et (-I, 0) E SL(2, R) x R2(Z la matrice identitk.) 
s’identifie B Go; Enfin, on identifie & B l’image rkciproque de Go dans le revgtement 2. 

On peut maintenant utiliser des arguments topologiques. On munit d’abord l’ensemble 
GR(m) des sous-espaces vectoriels de 111 de la topologie rkunion disjointe des topologies 
usuelles sur les ensembles GRd(m) des sous-espaces vectoriels de dimension d (voir [A]). 
GR(m) est compact mktrisable. On munit ensuite l’ensemble AL(m) des algkbres de Lie 
de sous-groupes fermts de M de la topologie induite par celle de GR(m). Le lemme suivant 
est Cvident. 

Lemme 2.2. Pour la topologie sur AL(m), ga -+ 30 quand (Y + 0. 

On munit maintenant l’ensemble K(M) (resp. KTM)) des sous-groupes fermks de M 

(resp. k) de la topologie induite par la topologie de Hausdorff sur l’ensemble des fermCs 
de M (resp. ii,. Comme M (resp. fi) est siparable, K(M) (resp. K(M)) est mttrisable 
compact [A, Lemme 471. 

Lemme 2.3. Pour la topologie sur K(M) (resp. ICI(&). G, + Go (resp. G, + 60) 
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Dtfmonstration. Pour M, la demonstration est tres analogue a celle de la proposition 2.1. 
Pour fi, on prend d’abord l’image dans M, on se sert du resultat pour M, puis on utilise la 
propriete de revetement. 0 

Enfin, on munit l’ensemble S(M) (resp. S7.M)) des couples (H, t), ou H est un sous- 
groupe ferme de M et r est une classe d’equivalence de representations unitaires de H, de 
la topologie de Fell (cf. [Fe.A]). Cette topologie n’est pas metrisable. 

Proposition 2.4. Pour la topologie sur S(M) (resp. S(c)), (G,, n;*) --f (&, ;;,,) et 

(Gu, J&J + (Go, 5h.h). 

Dkmonstration. On choisit comme modele de rrfh la representation n(f:, x&, 6,). 

Lorsque a + 0, 6, -+ ho, & + exp h, et pour la topblogie de Fell le couple (G, (ft ) fi,. 
x&). tends vers ((?o($), x (h, d)). Le theoritme de continuite de l’induction permet de 
conclure immtdiatement. 0 

Remarque. Au niveau des formules, le resultat precedent se manifeste par le fait que les 
for-mules (2.4) “tendent” vers les formules (1.6) lorsquecr + 0. Les formules (2.7) “tendent” 
vers les formules (1.8) - ce qui n’est pas surprenant puisque le passage de (1.6) a (1.8). qui 
correspond a un changement de polarisation, se fait par transformation de Fourier, comme 
le passage de (2.4) i (2.7). 

2.5. Un automorphisme inte’rieur d’ordre deux 

On reprend les notations du paragraphe 2.3. Cinvolution lineaire (T de $1 dans R dttinie 
par: 

a(P) = P, c’(Q) = -Q, a(E) = -E. 

est un automorphisme de l’algebre de Lie ov pour tout cz, nul ou non. Dans tous les cas 
(Y = 0 ou (Y # 0, cet automorphisme est donne par l’action adjointe d’un element de G,: 

.ia = exp ( > 5 E 6, (a # O), 
a. 

.jo = (0, -1. e) E Go. 

Dans le cas c~ # 0, on a, pour tout h, 8 tels que h8 = CY, pour tout h E R/Z, et pour tout 

@ E V&h: 

$:(j,)@(6(n + A)) = e-‘“‘(-l)“q5(6(n + h)). 

Dans le cas a! = 0, pour tout h # 0, l’element T?h (ja) est la permutation des deux facteurs 
L>‘(R). 
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3. OpCrateurs pseudo-diffkrentiels B symbole dCfini sur le dual d’une alg&bre de Lie 

Nous utilisons le calcul pseudo-diffkrentiel dCfini dans IMa 1 ,Ma2,Ma3,Ma4). Soit n une 
reprksentation unitaire d’un groupe de Lie G d’algkbre de Lie i1 et p une fonction dCfinie Dur 
le dual ix*, telle que sa transform&e de Fourier inverse soit de classe CX j support compact 
dans (1. L’opCrateur p W.n de symbole de Weyl p dans l’espace de la reprksentation n est 
dCfini par la formule: 

P w3”(u) = /” .?“p(x)n(expx)u dx (3.1) 

pour tout u dans l’espace de la reprkentation TT (dx est une mesure de Lebesgue sur n). 
Si de plus u est un vecteur CDc de la reprksentation, on peut donner un sens 5 la formule 
ci-dessus, g&e B des intkgrations par parties judicieuses, pour toute fonction p 2 croissunce 
mode’re’e dont la transformke de Fourier inverse est 6 support compact: en effet si A dCsigne 
le laplacien sur n (muni d’une structure euclidienne quelconque), et si A dksigne la fonction 
sur cl* dCfinie par: 

A(0 = (1 + ll‘t112P2 
il suffit de poser: 

P 
W.?C 

11 = 
.I 

F’ (Ap2s p)(y)(l - A)“n(exp .Y)U d.v (3.2) 

pour un entier s assez grand. L’opCrateur p W~n a done un sens comme optrateur non born6 
sur l’espace de la reprkentation. On vCrifie par ailleurs sans peine la relation de covariance: 

(Ad*g . P)~.” = rr(g) o pw.x o n(g-‘). (3.3) 

11 est possible de dkfinir un calcul symbolique (c’est-B-dire de trouver un symbole pour le 
compod de tels opkrateurs) si I’on se restreint h certaines classes de symboles; on dkfinit la 
classe ASF*k(g*) comme Ctant l’espace des fonctions p de classe P sur R* et qui vtrifient: 

ID”p($)l I Cj3(1 + II~l12,Y(m-p’fl’~ 

pour tout multi-indice B et dont la transformke de Fourier _T ’ p est B support compact inclus 
dans un voisinage compact K de l’origine suffisamment petit (m est un rCe1 quelconque et 
p appartient B ]1/2,1]). Si p E AJYT~“~ et q E AS~2’K, alors il existe un compact K dans 
(I* et un symbole p#q E AST’+“2’K tel que, pour toute reprkentation unitaire n de G on 
ait: 

(p#qy++ = pw.r 0 qw.r. 

Le produit est donnC par la formule intkgrale 

P%(C) = 
ss 

~-‘(p)(x)~T-L(q)(4’)e(X’y.~) dx dy 

!l x !1 
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oh x y = log (exp x exp JJ) est donne par la formule de Campbell-Hausdorff. On a un 
developpement asymptotique 

P#4 -c C,,(P> q) 

Oh: 

C,(p, q) E ASP’+“‘?-“(‘“-“(il*) 

Sous certaines hypotheses supplementaires d’ellipticid des symboles, il est possible de 
mettre en evidence certaines proprietes spectrales des operateurs associes. Nous reviendrons 
sur ce point a la Section 5. 

Le calcul symbolique ci-dessus a CtC developpe pour les groupes de Lie nilpotents par le 
second auteur [Ma1 ,Ma2] d’apres une idee de Howe [Hw] en prenant comme point de depart 
le calcul fonctionnel de Weyl de Anderson [An]. Ce calcul a ensuite et6 gCnCralisC a un 
groupe de Lie quelconque ]Ma3,Ma4]. Melin avait auparavant effectue la meme dtmarche 
pour les groupes de Lie nilpotents gradues en considerant des classes de symboles adaptees 
a ce contexte [Me]. 

3. I. Lien met le c&u1 h-pseudo-diffkrentiel 

Dans ce paragraphe, nous montrons que le calcul pseudo-differentiel sur les groupes de 
Lie donne, comme cas particulier, le calcul h-pseudo-differentiel classique [Ro,M-N]. Le 
resultat est vrai en dimension quelconque, mais nous ne faisons ici les calculs que dans le cas 
du groupe de Heisenberg de dimension 3, ce qui correspond au calcul pseudo-differentiel a 
une variable. 

On considere le groupe de Heisenberg G de dimension 3, d’algebre de Lie no. Pour h # 0, 

on a la representation nh definie dans I’introduction (( 1.3) et (1.4)). Soit p un symbole d&i 
sur cl*, et calculons pw.i’fi : 

[pw.““@](x’) = 
.I 

(3-‘p)(X)ln,,(expX)~l(x’)dX 

= s (F”p)(xP + yQ + zE) 

w 

x [nh(exp(xP +_~Q+zE))4l(x’)dxdydz 

= 
/ 

V”p)W’ + yQ + zE) 

R 
x ,-i/7: iyx e ‘e-ih?.1/24(X’ - hx) dx dy & 

xe -ih; iw' e e-i?.(l’--#2@(,) & d?; & 



L’operateur p w~rrh est done I’operateur h-pseudo-differentiel de symbole de Weyl 

/Xx, (3 h) = p(hE* + t P* - xQ*) 

don& par la formule: 

pw$,(x’) = (2nJhJ) 
s 

ei((x’--X)/h) - +$&h)@(x)dxdp. 

La limite semi-classique consiste a faire tendre h vers 0, ce qui permet de justifier I’idCe 
suivant laquelle la mecanique classique s’obtient comme limite de la mecanique quan- 
tique lorsque la constante de Planck tend vers 0. Ceci s’interprete en termes de theorie 
des representations. En effet, pour la topologie de Fell sur l’ensemble G^ des classes de 
reprksentations unitaires irrtductibles de G, I’rh + irt,, pour tout ([. u) lorsque h + 0 (la 
topologie de Fell sur 6 n’est pas separee !). Concretement, soit 

4(x) = h,p.y(x), 

’ = 
2’/2(nh)‘/4 

exp [-%I exp(i(yx)/h) 

dans ,5(2, OX). On calcule l’element matriciel (P~.“~@, 4): 

(P tP* - ;(x +x’)Q* + hE* 

x exp - $j ((x + I%* + (x’ + 8)*) 

,i(v(.r-.r’))/h,i(~(-r’-.r)lh) dx dx’d< 

En posant u = (x - x’)/ h, u = (X + x’ + 2/3)/h, on trouve 

(pW.“h& 4) = & / p(cP* - (IhI% - B)Q* + hE*) 

lhb2 x exp -- 
c > 4 

x exp(-u2)ei(Ypo” du dv dt. 

Lorsque h -+ 0, il est clair que 

(P w.nh$. 4) + p(vP* + BQ*). 



M. Andler; D. Manchon/Joumal of Geometry and Physics 27 (1998) l-29 17 

3.2. Application au groupe C?, 

On applique le formalisme du calcul pseudo-differentiel sur les groupes rappel6 au debut 
de cette section a la representation 3?:,: du groupe zha. On obtient ainsi un “calcul pseudo- 
differentiel aux differences finies” qui permet d’utiliser les techniques d’operateurs pseudo- 
differentiels pour les operateurs aux differences finies. L’ “espace des phases” sur lequel sont 
definis les symboles de ces operateurs pseudo-differentiels est le dual de l’algebre de Lie 
:I. Mais on sait que pour le calcul pseudo-differentiel sur les groupes, l’operateur pw.x ne 
depend essentiellement que de la restriction du symbole a l’orbite coadjointe correspondant 
a la representation [Ma4, Section III]. On obtient alors comme espace des phases pour notre 
calcul un cylindre elliptique, ce qui est un choix raisonnable comme “espace cotangent” a 
un reseau! 

D’autres calculs pseudo-differentiels ou methodes de quantification sur un reseau (ou sur 
le tore, ce qui revient au meme via transformation de Fourier) ont CtC propodes [AC,BG]. 
Le principe consiste a adapter de man&e naturelle le calcul symbolique de Weyl sur Iw 
aux fonctions periodiques. Le principal avantage est d’avoir ainsi une correspondance bi- 
univoque entre symboles et optrateurs. En revanche on n’a pas de relation de covariance 
de type (3.3) le groupe de Lie sous-jacent a ce calcul de Weyl etant toujours le groupe de 
Heisenberg et non pas e,. 

4. La limite continue 

Nous considerons ici l’espace vectoriel g sous-jacent a l’algebre de Lie variable (la du 
paragraphe precedent, ainsi que son dual g*. Pour tout a, 6, h avec a!, 6 # 0, h E R/Z et 
(YS-’ = h # 0, et pour tout symbole p de classe Cm a croissance mod&e sur g* tel que 
F-’ p soit a support compact sur a, on est amene, precisant les resultats du paragraphe 2.5, 

a se demander si l’operateur p W’nzk tend vers pw,zh (ou, ce qui revient au meme, si p WTFL 

tend vers p w&h ), et surtout en quel sens cette convergence a lieu. 
Notre propos a des liens Ctroits avec la theorie quantique des champs [GJ], pages 182 et 

suivantes]. La difference essentielle reside dans le fait que le reseau que nous considerons 
s’etend d’emblee a l’infini. Autrement dit nous considerons seulement la limite continue, 
le passage a la limite thermodynamique Ctant deja effect&. 

4. I. Analyses toutes r&olutions 

Nzus voulons determiner en quel sens l’operateur p W,;;hd &* tend vers l’operateur pw.=h -CD 
p ws-h lorsque 6 tend vers zero. 11 faut pour cela pouvoir comparer tous les espaces Z2 (6 (Z+ 
1)) entre eux et avec l’espace L2(R) @ L2(lR). 

Dans un premier temps on donne un sens prtcis au fait heuristique que 12(S(Z + h)) 
“tend vers” L2 (R) lorsque 6 tend vers zero, en considtrant une ltgbre extension de la notion 
d’analyse multiresolutions au sens de Mallat et Meyer [Mal, Me, Db]. Puis on fait tendre 
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naturellement I’(6 (Z + k)) vers L’(R) @ L’(R) en utilisant un isomorphisme isometrique 
entre I’(S(Z + h)) et la somme directe de deux copies de /‘(2S(Z + ih)). 

On designe par V8.h l’espace 12(6(.Z + ii)) dam lequel on donne a toutes les masses de 
Dirac la norme 8’/‘, et on appelle anal>se toutes rdsolutiorzs de L2(R) la donnee d’une 
famille d’injections isometriques: 

L&,h : V&i, 1 V&h c L2(R) 

avec S 1 0 et A. E R/Z, telle que: 
(I) V6.k c VJI,AI des que 6(Z + A) est inclus dans 6’(Z + A’). 
(2) Pour tout 6, h on a: 

n V&52-“* = {O}. U vpJ.2-“). = l!?(lR). 
nd ntz 

(3) Les injections Ls,hcommutent aux actions naturelles du groupe affine: c’est a dire que 
si les actions h4, et Th sont definies (pour a > 0 et b reel quelconque) par: 

Maf(x) = a-‘i2f(a-‘x), T/If(X) = fb -b) 

les deux diagrammes suivants commutent: 

%A - Ll(rw) %A c, L2(W 
Q.i, L&i 

Un exemple (le “systeme de Haar”) consiste a envoyer la masse de Dirac en S(n + h) 
sur l’indicatrice de l’intervalle [6(n + h), S(n + 1 + A)[. L’analyse toutes resolutions est 
dite r-rkguli&e, r E N ou r = +co, si toute masse de Dirac est envoyee par 18,~ sur une 
fonction de classe C’ a decroissance rapide ainsi que toutes ses derivtes jusqu’ a l’ordre r. 

Une adaptation immediate du Chap. II.2 de [Me], par exemple, montre qu’il existe des 
analyses toutes resolutions r-regulibres, r = cc compris. Nous allons detailler la con- 
struction d’une analyse toutes resolutions cc-reguliere, dite de Littlewood-Paley [Me, 
Sections 11.2, II. 121. 

On considere une fonction Q de classe C” sur R, a valeurs dans [O,l], a support contenu 
dans] -frr, fn[, paire, &gale a 1 sur] -in. zn[, et telle que: 

@(<) +02(2X - C) = 1 

pour tout c E [0,2x]. On verifie sans peine, grace aux proprietes de la fonction 8, que si g 
designe la transformee de Fourier inverse de 8, g appartient a l’espace de Schwartz S(R) 
et l’ensemble des Tbg , b E 77 forme une base orthonormee d’un sous-espace ferme V1 ,o de 
L2(R), ce qui nous donne une injection isometrique: 

11.0 : P(Z) 7 Vl.0 c L2(R). 
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On construit alors les injections ig,~ en faisant naturellement agir le groupe affine. La 
transformation de Fourier _?V~,O de l’espace Vl.0 est l’espace des fonctions m . 6, oii m 
est 2n-periodique et appartient a L2([0, 2n[). On en deduit que FV6.h est l’ensemble des 
t H e2iksh6(m.0)(&$) oti m est 2n-ptriodique et appartient a L*([O, 2n[). 

Les proprietes (2) et (3) des analyses toutes resolutions sont done verifiees. Pour la (I) 
on se ramene a 6 = 1 et h = 0 par l’action du groupe affine. On a alors 8’ = k-‘, k E N et 
h’ = 0. I1 suffit alors de remarquer que l’on peut Ccrire: 

ou l’on peut supposer que f est Ccu et periodique de periode 2kn. Ainsi .T( Vl.0) est contenu 
dans .T(Vk -I,~), et done F(V8.i) est contenu dans F(VJ~,,J) dbs que 6(Z + h) est inclus 
dans S’(Z + h’). 

4.2. Analyses toutes rbolutions oo-rtfgulidres et espaces de Schwartz 

Soit S(R) l’espace de Schwartz usuel sur R, et soit SJJ l’espace des fonctions a decrois- 
sance rapide sur 6 (Z + h). Ces espaces de Frechet admettent comme dual fort respectivement 
l’espace S’(R) des distributions a croissance modtree, et l’espace S’s,* des fonctions a 
croissance moderee sur 6 (Z + 1). 

Proposition 4.1. Soit (16,~) une analyse toutes rbsolutions co-r&ulidre de L*(R). Alors 
l’injection 16.x envoie S8.k duns S(R) 

D&monstrution. C’est une consequence immediate de la definition d’une analyse toutes 
resolutions oo-reguliere et du fait que si f appartient a S(R) et si (an)nCZ est une suite a 
decroissance rapide, les sommes partielles: 

convergent dans l’espace de Frechet S(R) vers une fonction g(x). cl 
Soit (~a,*) une analyse toutes resolutions co-reguliere de L2(R), soit EJJ la projection 

orthogonale de L2(R) sur VJ,~, et soit FJJ = 1,: o EJ,~. La composee FJJ 0 ig,~ est 
l’identite de ~IJ,A, et F~,A est l’adjoint de 16.~. On a done par dualite un prolongement de 
F6.h : S’(R) + S’Q., et de 1g.h : SA h + S’(R). La projection orthogonale EJJ, s’ttend 
done elle auk, par composition, en un operateur de S’(R) danc lui-m&me. 

L’operateur EJJ est un operateur pseudo-differentiel (au sens classique du terme) dont 
le symbole a gauche a~,h est tel que 1 - a~,h(x, [) s’annule a tout ordre sur toute la droite 
< = 0 [Me, Section ILlO]. I1 v&tie done l’identitt remarquable: 

&J(P) = P 

pour tout polynome P. 



4.3. LA limite continue 

Nous avons construit a la Section 2.1 une representation unitaire irreductible ?th du 
groupe variable G,, pour tout (Y, 6 # 0 et A E R/Z, ainsi qu’une representation unitaire 
irreductible T?h du groupe de Heisenberg GO, pour tout h # 0. La representation j?Fi agit 

dans V6.h alors que 72h agit dans L2(R). 
L’espace SJ,E, (resp. S(R)) est l’espace des vecteurs Cw de la representation xifi (resp. 

nl,). La proposition 4.1 assure done que les vecteurs Cw se correspondent bien par les 
injections 18.~ d’une analyse toutes resolutions w-reguliere. 

On considere dans V6.h l’operateur UJ,J, defini par: 

U6.h . ,f(6(n + A)) = (-l)“.f@(n + A)) 

et on considere l’injection isometrique J de V28.1~2 dans VJ,~ dtfinie par: 

On vtrifie sans peine le resultat suivant: 

Proposition 4.2. L’application (J, US.hci) de V28.~/2 63 RF/~s,~/z darts VJ.A. est un isomor- 
phisme isome’trique, dont 1 ‘inverse est don& par: 

06 R est 1 ‘adjoint de 1 ‘injection J et est don& par: 

Rf(26(n + iA)) = l.f(6(2n + h)) + .f’(S(2n + 1 + A)). 

On peut done voir tout operateur agissant sur l’espace V6.k comme une matrice 2 x 2 
par blocs via l’isomorphisme ci-dessus. Nous pouvons maintenant tnoncer le theoreme 
principal: 

ThCor&me 4.3. Soit (16,~) une analyse toutes resolutions de Littlewood-Paley de L’(R). 
Alors pour tome fonction p & croissance mode’re’e sur g* et dont la transforme’e de Fourier 
est 6 support compact, pour tout u, v E S(Lw), pour tout h E [w/Z, 

la convergence uyant lieu duns S([w) @ S(R) au sens Frechet. 
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On commence par montrer ce rksultat pour I’action des ClCments du groupe variable: 

Lemme 4.4. Soit (18,~) une analyse toutes r&solutions de Littlewood-Paley de L*(R). Alors 
pour tout X E g, pour tout u E S(R), pour tout h E R/Z, 

O(J> U&h 0 J> c huj2 0 u 

0 )( J F2u/2 ” 

s-16 o 

i 

3% (expo X 1 0 

Zh (expo X) 

lu convergence ayant lieu duns S(R) @S(R) au sens Frkchet et uniformkmentpour tout X 
uppartenant C? un compact quelconque de g. 

De’monstrution. I1 est plus aisC de travailler dans le modGle pseudo-pkriodique : on 
dhignera par F aussi bien la transformation de Fourier de L2(R) dans hi-mZme dkfinie 
par: 

que la transformation de Fourier de ‘HJ.~ dans l”(S(Z + A)) normalide, dkfinie par: 

2nK 

F,f(S(n +A)) = 
s 

,f(x)e- 
is(n+h)x dx. 

0 

Avec ces normalisations l’identid de Parseval s’tkit dans tous les cas: 

On met un tilde au-dessus de tout opkrateur conjugut par transformke de Fourier inverse: 
A=F-‘oAo3 0 

Lemme 4.5. Soit 0 la fonction plateau ayant set-vi d construire 1 ‘analyse toutes r&solutions 
de Littlewood-Paley (1g.h). Alorspour tout u E L*(R) on a: 

&J(u)(x) = CB(* + 2kn)u(x + 2krr) 
kd 

=0(,x - 2T)U(X - 2n) + 0(x)p(x) + l9(x + 27r)u(x + 2n) 

et pour tout v E L2(lR/23rZ) on a: 



Dtmonstration. On a vu a la Section 4. I que L1.u est une injection isometrique. Si on 
pose: 

A,f(x) = xH(.s + 2kr~),f(x + 2kn) 
PEL 

=H(x - 2n),f(x - 2n) + H(x),f(x) $0(X + 271)f(X + 2rr) 

on a pour tout cp E L*(R/2nZ): 

(A o SI.&(X) =02(x - 2n)cp(x - 277) + H2(x)cp(x) + 0*(x + 2n)cp(x + 2~) 

= v(x) 

grace aux proprietes de 8. Le compose Il.0 o A, donne par: 

(Ll,o o A)u(x) =0(x)(0(x - 2n)u(x - 2~) 

+e(X)U(X) +0(x + 2n)Ll(x + 2n)) 

est done un projecteur. I1 est auto-adjoint, done c’est un projecteur orthogonal, done i1 JOA = 
El.0 et A = Fl.0. 0 

Par l’action naturelle du groupe affine on obtient done une expression explicite analogue 
pour tout (6, h): 

Corollaire 4.6. Pour tout u E L*(R) on a. 

F~.h(u)(x) = CH(Sx + 2kn)e2ikn’,f(x + 2kn6-‘) 
kEZ 

= (e-*‘**0(6x - 2n)u(x - 27~6~‘) + O(sx)u(x) 

+ e2iThO(6x + 2n)u(x + 2nJ-‘)) 

etpour tout cp E Lf(R/2n6-‘Z) on a: 

kh(p)(x) = @(ax)(~(x) 

et la projection orthogonale E6.h sur 3V6.k est don&e par: 

E~,hu(x) = H(6x)(e-2iX’ 8(6x - 2n)u(x - 2ns-9 

+ 8 (Sx)u (x) + eZinh O(Sx + 2n)u(x + 27&)). 

Lemme 4.7. Les ope’rateurs: 

sont don&s respectivement par: 

,I f(x) = (1 + eisx ).f(x), IIsJ. .f(x) = e+*f (x + ;), 

I? . ,f(x) = k (( 1 + eCis”)f(x) + (1 - eC”“),f (x + $>) 0 
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Dt!monstrution. Le calcul est luisse’ au lecteur: 

23 

Fin de la dkmonstration du Lemme 4.4. On peut done maintenant faire des calculs ex- 
plicites. On obtient: 

avec Us = u(x - ht) et 1+(x) = u(x - ht) 

( cos(2) + i cos(bx) sin(2) = 
- sin(k) sin(2) cos(,;i”~,~b$~~in(2)) (it::::::) (x)’ 

where 2 = t6-l sin(dx), 

= cos(2’) - i cos(dx) sin(2’) 
sin(6x) sin( 2’) 

where 2’ = th cos(dx). 

Lorsque S tend vers zero, ces fonctions de x convergent dans S(R) @ S(R) vers 

( 

rh (exPo t p ) 0 U 

0 n_h(expotP) Ii > u ’ 

( 

J%(exPgtCi?) 0 U 

0 n-h(exputQ) I( J u ’ 

( 

nh (expo I El 0 II 
0 n_h(expotE) I( 1 u ’ 

respectivement, ce qui demontre le Lemme 4.4. 
Le Thtoreme 4.3 se dtduit immediatement du Lemme 4, g&e g l’ecriture de pwJru 

don&e a la Section 3. 



4.4. Remurque sur les ondelettr., 

Nous adaptons a notre propos la presentation des ondelettes telle qu’elle se trouve dam 
]Me, Section III.21 ou [Db, Section 5.11. La settle difference avec les definitions tradition- 
nelles reside dans la prise en compte du parametre de phase h. Nous donnons une construc- 
tion purement “operatorielle” de la mere des ondelettes a partir du pere des ondelettes, sans 
faire intervenir l’analyse de Fourier. 

Soit (18.h) une analyse toutes resolutions de L2(R). On designe par V,” l’espace note 
Vp ,2glh au Section 4.1. Les V,f , n E Z forment done une suite croissante de sous-espaces 
de L2(R), d’intersection nulle et de reunion dense. Designant par W,” l’orthogonal de V,” 
dam Vi+, , on a une somme directe dense dans L2(R): 

@ W,h 
rrEZ 

qui s’ecrit aussi: 

Le pere des ondelettes est la fonction v’ E Vt image par 11,~ de la masse de Dirac au point 
h. La mere des ondelettes est une fonction ?,!f’ E Wt, telle que les (Tb+)&z forment une 
base orthonormee de Wk. L’ensemble: 

($t,b = ThM2” TbT_i@, n E z, h E H) 

est alors une base orthonormee de L*(R), ainsi que l’ensemble: 

(Cp,” = T/,cp*, h E N} u {@;,b, n E Ni, h E z) 

On peut construire la mere des ondelettes de la faGon suivante: l’inclusion de V,f dans Vf 
implique une inclusion isometrique: 

J : 12(z +A) - l2 ’ 
@+A) 

cornmutant aux translations Tb, h E Z, dtfinie par: 

11/2,21 0 J (Qd = (oh 

oti DA dtsigne la masse de Dirac au point h. On a done: 

J (DA) = c wh+n/2 

nEE 

ce qui s’ecrit aussi via l’injection it/2,2i: 
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ou encore: 

Le probleme est done de determiner l’orthogonal de J (12(Z + h)) dans 12(iZ + h), et d’en 
trouver une base orthonormee. On considere dans 477 + h la symttrie S par rapport au point 
h + 1 et I’operateur U du Section 1.4, defini par: 

~(D,/z+A) = (-1)“Q/2+~ 

Considerant l’operateur unitaire: 

v=uos 

On a les relations: 

S2 = lJ2 = I, us = -su, 

TbV = VT-b pourtout b E Z 

ce qui implique immediatement pour tout entier 6: 

(T/J)2 = -I. 

Les operateurs Th V sont done unitaires et anti-auto-adjoints. L’action du groupe engendre 
par V et Tl est irreductible dans Z2 (l/22 + h) (on se convainc sans peine que le vecteur DE. 
est cyclique), done: 

Proposition 4.8. Pour toute injection isome’trique: 

J : IL@ + h) L, 12(@ + k) 

cornmutant aux translations (Tb)b,& l’orthogonal de J (12 (Z + I)) duns I’(1 /2Z + A.) est 
donne' par: 

(J (I% + h)NL = V(.f (12(Z + A))) 

Dans le cas qui nous intresse ici, l’orthogonal de J (r2(Z + h)) dans 12( l/22 + h) admet 
done (Tb V(J (Dk)), b E 72) comme base orthonormee. On choisit la mere des ondelettes 
comme &ant: 

‘k’ = 11/2.210 0 J(&)) 

ce qui se traduit par: 

@(x) = X(-l) flMn 459” (2x + 12 - 1 + h) 
n&z 

soit encore: 

+A ( > T =C(-l)“JZ&+n+h). 
n&z 
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5. Applications g la thCorie spectrale 

5. I. Urir con,jrcture sur lr cornportement du .sptWrr 

Soit p un symbole sur !I*. On suppose qu’il appartient Li la classe de symboles AS,n’.K (:I*) 
dCfinie dans [Ma4], c’est i dire que p est de classe Cot sur \I* et vkifie: 

IDUp 5 Cg . (1 + (/~/12)(“rPp’P”/2 pour tout multi-indice /3 

F’ p a son support inclus dans K 

oti K est un voisinage compact de I’origine dans <I assez petit, m est un rtel quelconque et 
p appartient i ] 4, 11. 

Supposons de plus que m > 0, et que le symbole p soit B valeurs rCelles et elliptique 
dans la direction de toutes les orbites co-adjointes que nous considkrons, c’est B dire qu’il 
existe deux constantes strictement positives Cl et C2 telles que pour tout < assez grand 
appartenant au cane asymptote i l’une de ces orbites on a: 

Cl Ilk-II” < PC<) < c2llw 

Aloe les r&hats de [Ma 41 nous permettent de dire que les opkrateurs p 
W.P 6.~ ainsi que 

P W.ir*h sont auto-adjoints, ont une rksolvante compacte et un spectre discret born6 g gauche. 
De plus on a une formule asymptotique du type Weyl qui donne une estimation du nombre 

N~,k(t) (resp. N:(r)) de valeurs propres de p W.TP 8.J. (resp. p W.‘+h) inftkieures strictement 
?I t, lorsque f tend vers l’infini: 

Ncs.i(t) - VA(f) = s dB Qt”. (5.1) 

nt”n(p<t) 

N;(t) - V;(t) = 
.I 

dBQ*,, (5.2) 

Qi/,nI/,<t) 

Cette formule reliant l’asymptotique du spectre d’un optrateur p W.n au volume du domaine 
{p -c t} dans l’orbite associke ?I la reprksentation n a Ctk ktablie par A. Juhl [Ju] pour les 
groupes nilpotents moyennant certaines conditions sur n. Elle a tt6 dkmontrte par le second 
auteur en toute g6ntralitC dans le cas nilpotent [Mall, puis dans le cas d’un groupe de Lie 
quelconque [Ma4]. 

Dans ce paragraphe nous nous intkessons h l’autre asymptotique: nous fixons le paramktre 
spectra1 t et nous voulons dtterminer le comportement de NJ,).(~) lorsque S tend vers 0 (B 
h E R/Z) fix&). 

ThCorkme 5.1. Lorsque 6 est proche de 0 on a: 

NG.A(~) ? No+(t) + N,?(t). 
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Dkmonstration. C’est une consequence directe du Theoreme 4.3 et des resultats classiques 
de Kato sur la convergence forte au sens generalist [K, Chap. VIII, Theorem 1.151. 

Nous sommes done naturellement amen& a formuler la conjecture suivante: 

Conjecture 5.2. 

On peut remarquer que l’on a: 

filimo V8(t) = $0) + V,-(t). + 

de sorte que, au vu de (5.1) et (5.2) la conjecture est “asymptotiquement vraie” lorsque t 
tend vers i-00. 

5.2. Un exemple 

On se place ici dans le modele pseudo-periodique plutot que dans le modele discret. On 
considere le symbole p sur n* defini par: 

ou le point courant de g* s’ecrit 6 = 41 P* + (2 Q* + &E*. Ce symbole est elliptique dans 
la direction de toutes les orbites co-adjointes que nous avons consider&es. 

Trouver les valeurs propres et les vecteurs propres de l’operateur p w”‘d? c’est resoudre , 
l’tquation differentielle du second ordre a coefficients periodiques: 

-P&e> + $ sin* 60 - t (o(e) = 0 (5.3) 

qui devient, apres le changement de variable s = 68: 

1 
+ -cos2s 

2h264 
cp(s) = 0 (5.4) 

En posant: 

t 1 1 --- 
p = ,‘&2 2h2S4 

et 4=-- 
4h2Sz 

on obtient l’equation de Mathieu: 

(D+(p-2qcos2Ls)$7=o (5.5) 

qui admet une solution periodique a e2inh pres si et seulement si p et q sont lies par une 
certaine equation transcendante [Cp, Chaps. I, VII, VIII]. A q fix6 on obtient une suite 
pn (q, h) dont on connait precisement le comportement lorsque q tend vers --co ([Cp. 
Sections IV.2,IX.2]. 



28 M. Adler: D. Manchon/JOLll.tlaI of Geonwtr~~ urd Ph~.vk.s 27 (/WY) I-29 

On obtient done ainsi le comportement de la suite (t,,(8. k))rl=r,2.... des valeurs propw 

de L> 
W.ir”” h i lorsque 6 tend vets zero. Plus precisement on a: 

Q-1 (6. h)sio’(2k - 1)h. tzl;(S. h)TZY(2k - 1)h (5.6) 

De plus, si le parametre de phase est non nul, les valeurs propres sont doubles, c’est a dire 
que tzk(S. h) = tzk_t(Sh) [Cp, Section Vll.l]. 

Par ailleurs, trouver les valeurs propres et les vecteurs propres de l’operateur pWln*‘, 
c’est resoudre l’equation differentielle du second ordre: 

-h2+ + x2cp = tcp (5.7) 

bien connue (oscillateur harmonique). On remarque grace a la symetrie du symbole p que 
les deux optrateurs pW-nh et pW,=-h sont Cgaux. Les valeurs propres de l’optrateur: 

P 
w.irh 0 

0 PW.n-h > 
sont done doubles, de la forme: 

Q-1 = t2k = (2k - 1)h 

On a done dans ce cas NT(t) = N;(t), 

No+(f) + N,-(t) = 2 & 
[ I 

et la Conjecture 5.2 est bien vtrifiCe dans ce cas. 

Remarque. Lisette Jager demontre dans sa these [J], moyennant une hypothese technique 
sur le spectre, la conjecture 5.2 pour le meme exemple mais sur le groupe de Poincare. 
L’operateur s’ecrit de la m&me faGon en rempla$ant les sinus par des sinus hyperboliques, 
et l’equation de Mathieu est remplacee par l’equation de Mathieu modifiee. Cf aussi [U]. 
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